Esercizi svolti dai Tutor by Gimigliano, Alessandro
Geometria e Matematica di Base.
Foglio di esercizi 1, con soluzioni
Maria Rita D’Orio, Giada Moretti, Daniele Vitacolonna
Nota! Useremo per tutti gli esercizi a = 5, b = 9.
1 Esercizi di logica
Esercizio 1:
Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false, motivando la risposta:
a) L’intersezione tra due insiemi non vuoti e` sempre non vuota.
b) La somma di due numeri dispari non e` mai un numero pari.
c) La somma di due numeri pari e` sempre un numero pari.
d) Tutti i numeri dispari sono numeri primi.
e) Tutti i numeri primi sono numeri dispari.
f) Tutti i numeri primi ≥ 3 sono dispari.
g) Se il prodotto delle cifre che compongono un numero e` un multiplo di
3, allora quel numero e` sempre divisibile per 3.
h) Tutti i multipli di 2 non sono numeri primi.
Soluzione:
a) Falso. Ad esempio:
A = {2, 4, 6, 8, 10} 6= ∅, B = {1, 3, 5, 7, 9} 6= ∅ e A ∩B = ∅
b) Falso. Ad esempio: 7+7=14.
In generale: due numeri dispari x, y li posso scrivere come x = 2n + 1
e y = 2m + 1;
x + y = 2n + 1 + 2m + 1 = 2n + 2m + 2 = 2(n + m + 1)
⇒ la somma di due numeri dispari e` sempre un numero pari.
c) Vero. Infatti:
scrivo i due numeri pari come x = 2n e y = 2m;
x + y = 2n + 2m = 2(n + m).
d) Falso. Ad esempio 15 e` un numero dispari, ma non e` un numero primo.
e) Falso: 2 e` un numero primo ed e` pari.
f) Vero. Infatti ogni numero pari x > 3 e` di sicuro multiplo di 2 quindi e`
divisibile, oltre che per 1 e per se stesso, anche per 2 e non puo` essere
primo.
g) Falso Ad esempio considero il numero 31; 3 × 1 = 3, ma 31 non e` un
multiplo di 3.
h) Falso: 2 e` multiplo di se stesso ed e` primo.
Esercizio 2:
Stabilisci se le seguenti proposizioni sono delle tautologie oppure delle con-
traddizioni:
1. L’orologio non ha le lancette oppure le ha.
2. Maria questa mattina ha preso il treno e oggi e` rimasta a casa.
3. n e` un multiplo di 2 ed e` dispari.
4. Se o piove o c’e` il sole, e non piove, allora c’e` il sole.
5. Non e` vero che Gianna non e` uscita quindi e` uscita.
6. Se piove resto a casa, e se resto a casa studio. Quindi, se piove studio.
Soluzione:
1. Sia A=l’orologio ha le lancette, per cui l’enunciato diventa A ∨ (¬A).
A puo` essere vera oppure falsa.
A ¬A A ∨ (¬A)
V F V
F V V
L’enunciato e` sempre vero per cui si tratta di una tautologia.
2. Siano T=’Maria questa mattina ha preso il treno’ e C=’Maria oggi e`
rimasta a casa’, per cui l’enunciato diventa T ∧ C ed e` tale che T e
C non possono essere entrambi veri. Dunque, le possibilita` per T e
C sono: entrambi falsi oppure uno vero e l’altro falso; descriviamo cio`
nella tabella di verita`:
T C T ∧ C
V F F
F V F
F F F
L’enunciato e` sempre falso per cui si tratta di una contraddizione.
3. Siano P=’n e` un multiplo di 2’ e D=’n e` dispari’, per cui l’enunciato
diventa P ∧D, ed n o e` pari o e` dispari. Dunque le uniche possibilita`
per P e D sono: uno vero e l’altro falso.
P D P ∧D
V F F
F V F
L’enunciato e` sempre falso per cui si tratta di una contraddizione.
4. Siano P=’piove’, S=’c’e` il sole’.
L’enunciato diventa ((P ∨ S) ∧ (¬P ))⇒ S
P S P ∨ S ¬P (P ∨ S) ∧ (¬P ) ((P ∨ S) ∧ (¬P ))⇒ S
V V V F F V
V F V F F V
F V V V V V
F F F V F V
L’enunciato e` sempre vero per cui si tratta di una tautologia.
5. Sia G=’Gianna e` uscita’, per cui l’enunciato diventa ¬(¬G)⇔ G
G ¬G ¬(¬G) ¬(¬G)⇔ G
V F V V
F V F V
L’enunciato e` sempre vero per cui si tratta di una tautologia.
Esercizio 3:
Negare le seguenti proposizioni:
1. ∀ p dispari p e` primo;
2. ∀x in questa stanza x e` un cittadino italiano;
3. ∃ p numero primo > 1 che non e` divisibile soltanto per 1 e per se stesso.
Soluzione:
1. Ricordiamo che ¬(∀x : A(x)) equivale a ∃x : ¬A(x).
Quindi la proposizione negata diventa: ∃p dispari : p non e` primo;
2. ∃x in questa stanza che non e` un cittadino italiano;
3. Ricordiamo che ¬(∃x : B(x)) equivale a @x : B(x) ed anche a ∀x,¬B(x)
Quindi una negazione della proposizione e`: ∀p primo, p > 1 e` divisibile
soltanto per 1 e per se stesso.
2 Esercizi sugli insiemi
Esercizio 1:
Siano
A = {x ∈ N | 3x− 5 < 16} e B = {x ∈ N |x e` dispari}.
Determinare A ∩B, A ∪B, B \ A e A \B.
Soluzione:
Proviamo a scrivere in maniera estesa gli elementi che appartengono a cia-
scun insieme:
- A e` l’insieme dei numeri naturali che soddisfano la disuguaglianza x < 7
quindi A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6};
- B e` l’insieme dei numeri naturali dispari quindi B = {1, 3, 5, 7, 9, . . .}.
L’intersezione sara` data dagli elementi comuni ai due insiemi cioe` i dispari
minori di 7 quindi A ∩B = {1, 3, 5}.
L’unione e` composta da tutti gli elementi dei due insiemi presi una volta sola
A ∪B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 13, . . .}.
L’insieme B \ A e` formato dagli elementi che appartengono all’insieme B
ma non appartengono all’insieme A quindi B \ A = {7, 9, 11, 13, 15, . . .} e,
analogamente, A \B = {0, 2, 4, 6}.
Esercizio 2:
Siano A = {x ∈ N |x e` un numero che in italiano comincia per c, x ≤ 105} e
B = {x ∈ N |x e` pari}.
Determinare A ∩B e A \B.
Soluzione:
Proviamo a scrivere in maniera estesa gli elementi che appartengono a cia-
scun insieme:
- A e` l’insieme dei numeri naturali che iniziano con la lettera c e soddi-
sfano la disuguaglianza x ≤ 105 quindi
A = {5, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 100, 101, 102, 103, 104, 105};
- B e` l’insieme dei numeri naturali pari quindi B = {0, 2, 4, 6, 8, 10, . . .}.
L’intersezione sara` data dagli elementi comuni ai due insiemi cioe` i pari mi-
nori di 105 che cominciano con la lettera c quindi
A ∩B = {50, 52, 54, 56, 58, 100, 102, 104}.
A \ B invece sara` l’insieme degli elementi di A che non sono elementi di B
cioe` i numeri naturali minori o uguali a 105 che cominciano con la lettera c
e che non sono pari: A \B = {5, 51, 53, 55, 57, 101, 103, 105}.
Esercizio 3:
Siano
A = {x ∈ N |x2 ≤ 12} e B = {x ∈ N | b ≤ x ≤ 3b, x e` un numero primo}.
Determinare A ∩B, A ∪B e A \B.
Soluzione:
Sostituiamo b = 9 e proviamo a scrivere in maniera estesa gli elementi che
appartengono a ciascun insieme:
- A e` l’insieme dei numeri naturali il cui quadrato e` minore o uguale a
12 quindi A = {0, 1, 2, 3};
- B e` l’insieme dei numeri naturali primi compresi fra 9 e 3 × 9 = 27
quindi B = {11, 13, 17, 23}.
L’intersezione sara` data dagli elementi comuni ai due insiemi A ∩ B = ∅ in
quanto nel primo insieme abbiamo numeri minori o uguali a 3 mentre nel
secondo numeri compresi fra 11 e 23.
L’unione dei due insiemi sara` composta dagli elementi che appartengono ad
almeno uno dei due insiemi quindi A ∪B = {0, 1, 2, 3, 11, 13, 17, 23}.
A \ B invece sara` l’insieme degli elementi di A che non sono elementi di B
cioe` A\B = A. Possiamo notare che in questo caso avevamo A∩B = ∅ quin-
di, non essendoci elementi in comune fra i due insiemi, l’insieme differenza e`
formato da tutti gli elementi dell’insieme di partenza A.
Esercizio 4:
Siano
A = {x ∈ N |x e` un multiplo di 3 e 2} e B = {x ∈ Z | 2x− 7 ≤ 4a + b}.
Determinare A ∩B e A \B.
Soluzione:
Sostituiamo a = 5 e b = 9 e proviamo a scrivere in maniera estesa gli elementi
che appartengono a ciascun insieme:
- A e` l’insieme dei numeri naturali che sono multipli di 2 e di 3, cioe` sono
multipli di 6: A = {0, 6, 12, 18, 24, . . .};
- B e` l’insieme dei numeri naturali x ≤ 18, quindi
B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18}.
L’intersezione sara` data dagli elementi comuni ai due insiemi cioe` i multipli
di 6 minori o uguali a 18 A ∩B = {0, 6, 12, 18}.
A\B invece sara` l’insieme degli elementi di A che non sono elementi di B cioe` i
multipli di 6 che non sono minori o uguali a 18 A\B = {24, 30, 36, 42, 48, . . .}.
3 Esercizi su MCD e mcm
Ricordiamo che, dopo aver fattorizzato in numeri primi due numeri:
il massimo comun divisore (MCD) si puo` trovare facendo il prodotto
di tutti i fattori comuni con l’esponente minore;
il minimo comune multiplo (mcm) si puo` trovare, invece, facendo il
prodotto dei fattori comuni e non comuni presi con l’esponente mag-
giore.
Ricordiamo inoltre che per trovare il MCD si puo` aiutarsi utilizzando il
fatto che, se a ≥ b, si ha: MCD(a, b) = MCD(a− b, b)
Esercizio 1:
Trovare MCD(168, 525) e mcm(168, 525).
Soluzione:
Scriviamo la fattorizzazione in numeri primi dei due numeri e avremo 168 =
23×3×7 e 525 = 3×52×7: MCD(168, 525) = 3×7 = 21 e mcm(168, 525) =
23 × 3 × 52 × 7 = 4200 In alternativa il minimo comunque multiplo si puo`
trovare con la formula
mcm(m,n) =
m× n
MCD(m,n)
cioe`, nel nostro caso
mcm(168, 525) =
168× 525
3× 7 =
16856
8 × 525
3× 7 = 4200
Esercizio 2:
Trovare MCD(65536, 1155).
Soluzione:
Scriviamo la fattorizzazione in numeri primi dei due numeri, avremo 65536 =
216 e 1155 = 3× 5× 7× 11: MCD(65536, 1155) = 1.
In questo caso, dopo aver fattorizzato il primo numero, potevamo notare
che il secondo non e` divisibile per 2 e concludere che l’MCD e` 1 in quanto i
due numeri non hanno fattori in comune.
Esercizio 3:
Trovare MCD(a2 + b, b2 − a) e mcm(a2 + b, b2 − a).
Soluzione:
Sostituiamo a = 5 e b = 9: a2 + b = 25 + 9 = 34 e b2 − a = 81 − 5 = 76.
Scriviamo la fattorizzazione in numeri primi dei due numeri: 34 = 2 × 17 e
76 = 22 × 19: MCD(34, 76) = 2 e mcm(34, 76) = 22 × 17× 19 = 1292.
Esercizio 4:
Trovare MCD(2016, 2018).
Soluzione:
Scriviamo i fattori primi del primo numero e avremo 2016 = 25×32×7. Ab-
biamo poi 2018 = 2 × 1009, da cui: MCD(2016, 2018) = 2. In questo caso
sapere se 1009 e` primo non e` necessario: dato che per scrivere l’MCD dobbia-
mo prendere i fattori comuni con esponente minore, dopo aver fattorizzato
2016 e aver diviso 2018 per 2, basta controllare che 1009 non e` divisibile ne`
per 3 ne` per 7.
Possiamo poi notare che un metodo piu` rapido era considerare che
MCD(2016, 2018) = MCD(2016, 2018− 2016) = MCD(2016, 2) = 2
Esercizio 5:
Trovare MCD(198570, 25).
Soluzione:
Scriviamo i fattori primi del primo numero e avremo 25 = 52, si ha poi che
198570 = 5 × 39714, da cui: MCD(198570, 25) = 5. Ragionando in modo
analogo all’esercizio 4, basta osservare che 39714 non e` divisibile per 5.
4 Esercizi sugli interi
Esercizio 1:
Risolvi la seguente espressione:
−3 + [4× (−2) + (−1− 5)− 4 + 3] : (−5)
Soluzione:
−3 + [4× (−2) + (−1− 5)− 4 + 3] : (−5) =
= −3 + [−8− 6− 1] : (−5) =
= −3− 15 : (−5) =
= −3 + 3 = 0
Esercizio 2:
Risolvi la seguente espressione, usando le proprieta` delle potenze:
{−3 + [3× 2 + (1− 7)− 3 + 321]}0 × (−5)
Soluzione:
Ricordiamo che qualsiasi numero non nullo elevato a 0 da` come risultato 1
quindi:
{−3 + [3× 2 + (1− 7)− 3 + 321]}0 × (−5) = 1× (−5) = −5
Esercizio 3:
Risolvi la seguente espressione, usando le proprieta` delle potenze:
(32 × 33 × 92) : 34
Soluzione:
Ricordiamo le proprieta` delle potenze per i numeri naturali:
- an · am = an+m
- an : am = an−m
- an · bn = (a · b)n
- an : bn = (a : b)n
- (an)m = an·m
Quindi sara`:
(32 × 33 × 92) : 34 =
= (32+3 × (32)2) : 34 =
= (35 × 34) : 34 =
= 34+5 : 34 =
= 39 : 34 =
= 39−4 = 35
Esercizio 4:
Risolvi la seguente espressione:
[(10 + 3− 9) · (3 · 2− 4)] : [(14 + 24− 30− 6) · (40− 10 + 2− 30)]
Soluzione:
[(10 + 3− 9) · (3 · 2− 4)] : [(14 + 24− 30− 6) · (40− 10 + 2− 30)] =
= [4 · (6− 4)] : [2 · 2] =
= [4 · 2] : 4 =
= 8 : 4 = 2
Esercizio 5:
Risolvi la seguente espressione:
3 · 4 + {3− [2− (1− 3) + 7] · (10− 7)− (−13 + 3)}
Soluzione:
3 · 4 + {3− [2− (1− 3) + 7] · (10− 7)− (−13 + 3)} =
= 12 + {3− [2 + 2 + 7] · 3 + 10} =
= 12 + {3− 11 · 3 + 10} =
= 12 + {3− 33 + 10} =
= 12− 20 = −8
Esercizio 6:
Risolvi la seguente espressione, utilizzando le proprieta` delle potenze:
{[(93 : 9 + 65 : 63 − 33) : 32 + 1]2 − 202 : (32 · 2− 23)2 − 34}2 : 92
Soluzione:
{[(93 : 9 + 65 : 63 − 33) : 32 + 1]2 − 202 : (32 · 2− 23)2 − 34}2 : 92 =
= {[(93−1 + 65−3 − 33) : 32 + 1]2 − 202 : (9 · 2− 8)2 − 34}2 : 92 =
= {[(92 + 62 − 33) : 9 + 1]2 − 202 : (18− 8)2 − 81}2 : 92 =
= {[(81 + 36− 27) : 9 + 1]2 − 202 : 102 − 81}2 : 92 =
= {[90 : 9 + 1]2 − (20 : 10)2 − 81}2 : 92 =
= {[10 + 1]2 − 22 − 81}2 : 92 =
= {112 − 4− 81}2 : 92 =
= {121− 4− 81}2 : 92 =
= {36}2 : 92 =
= (36 : 9)2 = 42 = 16
Esercizio 7:
Determina, per ogni coppia di numeri, quale e` il maggiore:
- 245 o 246
- 266 o 1614
- 344 o 923
- 223 o 523
- 42 o 24
Soluzione:
- 245 < 246 infatti 246 = 2×245 quindi e` piu` grande di 245, inoltre notiamo
che, quando abbiamo due potenze con la stessa base, per confrontarle
ci basta confrontare gli esponenti;
- 266 > 1614 possiamo scrivere 16 = 24 quindi 1614 = (24)14 = 256 che e`
minore di 266;
- 344 < 923 anche qui possiamo scrivere 9 = 32 e abbiamo cos`ı 923 =
(32)23 = 346 che e` maggiore di 344
- 223 < 523 infatti notiamo che se due potenze hanno lo stesso esponente
allora possiamo semplicemente confrontare la base: chiaramente molti-
plicare 2 per se stesso per 23 volte ci dara` un risultato minore rispetto
a 5 moltiplicato per se stesso per 23 volte;
- 42 = 24 infatti 42 = 16 e anche 24 = 16.
Esercizio 8: Quale di questi numeri e` il doppio di 215?
230, 415, 430 oppure 216.
Soluzione:
Il doppio di 215 e` 2× 215 = 21+15 = 216.
Esercizio 9: Quale di questi numeri e` la meta` di 416?
215, 231, 214 oppure 48.
Soluzione:
La meta` di 416 e` 416 : 2 = (22)16 : 2 = 232 : 2 = 232−1 = 231.
Esercizio 10: Quale di questi numeri e` la meta` di 44?
24, 42, 43, 27 oppure 23.
Soluzione:
La meta` di 44 e` 44 : 2 = (22)4 : 2 = 28 : 2 = 28−1 = 27.
